
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکزات پیش اس آسمون:
 ضوي آرسٍی هَفقیت ثزای ضوب داٍعلت گزاهی، خَاّطوٌذ است ثِ ًکبت سیز دقیقبً تَخِ فزهبییذ:

 است. ساعت ۴ٍ ٍقت آى  سؤال ۹تؼذاد سؤالات ایي آسهَى 

ضَد ًبم ٍ ًبم خبًَادگی خَد را حتوبً ثٌَیسیذ.کِ ثِ ضوب دادُ هی ثز رٍی ّز ثزگِ پیص ًَیس 

 ای ًٌَیسیذ.ثبلای پبسخٌبهِ غیز اس خَاة سؤالات ّیچ ػلاهت یب ػجبرت هطخصِ يیچخظدر سیز 

آٍری ًوبیذ.را هلاحظِ ٍ خوغ ّبآىتب هسئَل هزثَط ثتَاًذ  ذیدارًگِی خَد را در دستزس ٍ کبرًبهِ ًبهِیهؼزف 

 ًجبضذ، هدبس است. یشیرثزًبهِقبثلهٌْذسی کِ  حسبةيیهبضاستفبدُ اس 

ثِ ّز ضکل کِ ثبضٌذ، هدبس ًیست. ّبآلوبًبکّب ٍ ّبی ًدَهی، اعلساستفبدُ اس خذٍل 

ضَد. لذا آى را قجل اس ضزٍع آسهَى ثِ ٌّگبم آسهَى ّوزاُ داضتي تلفي ّوزاُ )خبهَش یب رٍضي( تخلف هحسَة هی

 تحَیل دّیذ. هسئَل حَسُ

 اػلام خَاّذ ضذ. خزدادهبًُتبیح ایي آسهَى در اٍاخز 

ِاست. ضذُِیتْ کامبیز خالقیی تطزیحی ایي آسهَى تَسظ آقبی پبسخٌبه 

 

 و پاسخ تشریحیدفترچه سوالات 
 اولمرحله 

 ۱۳7۳سال  ریاضیلمپیاد ی ادوره دوازدهمین

 تذکزات آسمون:

 قجل اس پبسخ ثِ سؤالات آسهَى ثِ هَارد سیز تَخِ کٌیذ: پژٍُ گزاهی، خَاّطوٌذ استضوي آرسٍی هَفقیت ثزای ضوب داًص

است. دقیقه ۱۲۰ٍ ٍقت آى  ی تشزیحیمسأله ۶ ایي آسهَى ضبهل 

غیز هدبس است. حسبة در ایي آسهَىاستفبدُ اس هبضیي 

)ویستدر عَل سهبى آسهَى هدبس  ّوزاُ داضتي تلفي ّوزاُ )حتی خبهَش. 

سؤالات را ثب خَد ثجزًذ کِ تب پبیبى آسهَى در خلسِ حضَر داضتِ ثبضٌذ. یتَاًٌذ دفتزچِ فقظ داٍعلجبًی هی 

اًدبم ضذُ است. ی اجرایی ماخکمیته اًتطبر ٍ ثبستَلیذ ایي سَالات تَسظ 

 

 

 

 حساب مجاس ویست.ماشیهاستفاده اس 

-                                  ۶                                      ۱۲۰ 



 

۲     
 

 

 

 ۱۳7۳سال                            ۱۲دوره  اولمزحله 

 ی المپیاد ریاضی، ی اول دواسدهمیه دوره های مزحلهمسأله

 ۱۳7۳آموسان کشور، آبان ماه  داوش

 

aاػذاد  حقیقی ثبضٌذ کِ  a ،b  ٍcفزض کٌین        -1 b c9 11 29 0  

axثبثت کٌیذ                 bx c3 ]در  0 , ]0  یک ریطِ دارد. 2

 

aجیؼی ]ثب خبصیت[ ذاد عـاػ a  ٍbز ـاگ       -2 b  ،]ُثَد[n  ِیک ػذد عجیؼی ثبضذ عَری ک
a n

b
  ٍ

b n

a
 اػذاد عجیؼی  

dثبضٌذ ٍ a b( ,  ، ثبثت کٌیذ (

d n a b( )2 1  
 

 کِ  عَری اًذ ثِ ضذُ ثِ تزتیت دادُ AB  ٍADرٍی  K  ٍNًقبط  ABCDرٍی هزثغ        -3

AK AN BK DN2  
 رٍی یک دایزُ ّستٌذ. K ،L ،M ،N  ٍAکٌٌذ. ثبثت کٌیذ ًقبط  قغغ هی L  ٍMرا در ًقبط  BDقغز  CK  ٍCNاضلاع 

 

 ضذُ است. ثبثت کٌیذ  لکیـتط 11ٍ  7، 5، 3، 2ذاد ـظ اس اػـقـب فـّ ضذُ است کِ ػَاهل اٍل آى ٍسِ ػذد عجیؼی دادُ تؼذاد سی       -4

 ّب هزثغ کبهل است. حذاقل دٍتبی آى ضزة حبصل             

 

 ب یکی اس اضلاع را ن تـیـدّ ٍصل کزدُ ٍ اداهِ هی pی  ضلؼی هحذة قزار دارد. اس ّز رأس ثِ ًقغِ n2درٍى یک  pی  یک ًقغِ       -5

 قغغ کٌذ.                  

 کٌذ. )قغغ کزدى اهتذاد اضلاع هَردًظز ًیست(. یک اس ایي خغَط آى را قغغ ًوی ثبثت کٌیذ یک ضلغ ٍخَد دارد کِ ّیچ             

 

 رسن کٌیذ  Pحِ خغی در صف Mی  اًذ. اس ًقغِ عزف آى هفزٍض در یک A  ٍBی  رٍی آى ٍ دًٍقغِ Mی  ًقغٍِ  Pی  صفحِ       -6

 فبصلِ ثبضذ. ثِ یک A  ٍBکِ اس              
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 ۱۳7۳سال                       ۱۲دوره  اولمزحله 

 ریاضی المپیاد دوره دواسدهمیه اولهای مزحله حل مسأله

 ۱۳7۳کشور، آبان ماه  آموسانداوش
 

)اگز       -1 )f x ax bx c3 و ، دارین ( ) ( )f a b c f c2 8 2  . در ایي صَرت0

 

 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a b c

f f a b c

a b
f f c

f f f

0 9 11 29

0 2 9 27

0 2 27
27 3

1
0 2 27

3

 

)لذا  ) ( ) ( )f f f
1

0 27 2 0
3

. 

ا ،اگز یکی اس هقبدیز   )و ي ) ( ) ( )f f f
1

2 0
3

صفز ثبضذ، هسألِ حل ضذُ است؛ در غیز ایي صَرت دٍ تب اس ایي هقبدیز دارای ػلاهتْبی  

] ،هختلفی ّستٌذ ٍ در ًتیدِ، هؼبدلِ یک ریطِ در یکی اس فَاصل  , ][ , ]
1 1

2 0
3 3

]ٍ یب   , ]0  دارد. 2

 

 دارین     -2

( )a n b n a b n a b

b a ab

2 2

 

| و  ،چَى   | |d b d a d ab2 2 2 2 |؛ ثٌبثزایي 2 ( )d n a b2 ِدر ًتید ٍ 

  

                      

( ) ( )

( )

d n a b d n a b

n n
n d a b

d n a b

2

1 1
2 2

2 1

 

 

 ضلغ هزثغ را ثزاثز یک ٍاحذ هی گیزین. دارین     -3

BKC DNC
3
4

 

 سیزا اگز ثگیزین
cot

cot

a BK g BKC

b DN g DNC
 

)ٍ ثب تَخِ ثِ ایٌکِ  )( )a b ab1 1 2، 

t ( )
a b

g BKC DNC tg
ab

3
1

1 4
 

BKCیؼٌی  DNC
3
4

 حبل دارین. 

BLK BLK DNC BCM BAM
3
4
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 ۱۳7۳سال                            ۱۲دوره  اولمزحله 

 پس

KLM KAM KLM BLK 
رٍی  N  ،M، L  ٍK  ٍ Aرٍی یک دایزُ ّستٌذ. ثٌبثزایي L ،M ، N ٍ Aرٍی یک دایزُ ّستٌذ. ّوچٌیي M، L ،K ٍ Aپس 

 .یک دایزُ ّستٌذ
 

n... و   ،،فزض کٌیذ اػذاد هَرد ًظز     -4 n n33 2  ثبضٌذ ٍ  1
ai bi ci di ei

i
n 2 3 5 7 11 

 دارین
ai aj bi bj ci cj di dj ei ej

i j
n n 2 3 5 7 11 

i j
n n و    ،،، ٍقتی هزثغ کبهل است کِ تَاًْبی ػَاهل اٍل آى سٍج ثبضٌذ؛ یؼٌی ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )ei ej di dj ci cj bi bj ai aj 

 .یکسبى داضتِ ثبضٌذسٍخیت 

)حبل ثزای ّز پٌح تبیی  , , , , )
k k k k k k
T a b c d e کِ در آى ،, ,...,k 1 2  دّین، قزار هی 33

                
                      

mod , mod , mod

mod , mod
k k k k k k

k k k k

a a b b c c

d d e e

2 2 2

2 2
 

modکِ هٌظَر اس 
k
a kثبقیوبًذُ 2

a است. سپس 2 ثز( , , , , )
k k k k k
a b c d e را ثب ( , , , , )

k k k k k
a b c d e کٌین. ٍلی ّز خبیگشیي هی 

 ka ،kb،kc ،kd  ٍke است ٍ تؼذاد پٌح تبییْبی 1یب  0ثزاثز ( , , , , )
k k k k k
a b c d e  52ثزاثز  هی ضَد. در ًتیدِ، دٍ پٌح تبیی 32

 ( , , , , )
k k k k k
a b c d eٍ( , , , , )

r r r r r
a b c d e ٍِخَد دارًذ ثِ عَری ک(mod )

r k
a a 2،(mod )

r k
b b 2،(mod )

r k
c c 2،

(mod )
r k
d d 2  ٍ(mod )

r k
e e rیؼٌی 2 k

n n هزثغ کبهل است. 
 

n2کٌین کِ یکی اس اضلاع را قغغ کزدُ ثبضذ. کٌین ٍ فزض هیٍصل هی Pاس یک راسی ثِ      -5   عزفهبًذ کِ در دٍ رأس ثبقی هی1

 ًذ ٍ تؼذاد راسْبی یک عزف ثیص اسگیزٍاقؼٌذ. ثٌبثزایي تؼذادی اس راسْب در یک عزف ٍ تؼذادی در عزف دیگز قزار هی ایي خظ            

کٌٌذ. لذا در ضًَذ، اضلاع عزف دیگز را کِ ثیطتز ّستٌذ، قغغ هیٍصل هی Pعزف دیگز است. خغَعی کِ اس راسْبی عزف کوتز ثِ 

  ضَد. ثیطتز راس دارد یک ضلغ ٍخَد دارد کِ ثِ ٍسیلِ ایي خغَط قغغ ًویعزفی کِ 
 

 ػوَد  P ِـحـثز صف A ( ٍ AB)ٍسظ  B، C پس اسقغغ کٌذ. س را در خظ P  کٌین تبرا رسن هی AB هٌصف ػوَدصفحِ       -6

A و  ،آى را ثِ تزتیت در کٌین تبهی              C B قغغ کٌٌذ. حبل ثِ قغز MC را در   کٌین تبای رسن هیزُدایN غ کٌذ. ـغـق 

Aقغغ کٌذ. ثٌبثز قضیِ سِ ػوَد،  K  ٍFکٌین تب آى را در ػوَد هی MNثِ  A  ٍBخَاة است. اس ٍسظ  MN خظ K ٍB K 

Cدر ًیوذایزُ هحبط ضذُ است، پس  Nکٌین؛ چَى ٍصل هی N ثِ C ػوَدًذ. حبل اس MNًیش ثز  N ثز MN  ػوَد است. ٍلی

A و   ،، K B F C N B F  چَى ّز سِ ثزMN ػوَدًذ، ثبّن هَاسی ّستٌذ ٍ چَىC  ٍسظA B  است، لذاN ًیش ٍسظ 

KF  است. اهبN  هٌصف ػوَدیؼٌی صفحِ  رٍی AB است، پسNB AN ٍهثلث . حبل دBFN   ٍAKN  ثزاثزًذ، سیزا

NF و ، NK NB ANF K BF. پس 90 AK  ِدر ًتیدBF ٍAK لذا؛ ثزاثز خَاٌّذ ضذ MN  خظ

 است. هغلَة

 ثز دایزُ هوبس ثبضذ یک خَاة دارین ٍ اگز ایي دٍ یکذیگز را قغغ  را در دٍ ًقغِ قغغ کٌذ، دٍ خَاة دارین، اگز  اگز دایزُ، خظ

 .ًکٌٌذ، خَاثی ًخَاّین داضت


